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1.2.4 Topologie quotient

DEFINITION

Soit X un ensemble. Une relation &% sur X est un sous-ensemble de X x X. Si
(x,y) € X x X, on écrit souvent xZy pour signifier (x,y) € #. On dit qu’une rela-
tion binaire R est une relation d'équivalence si elle vérifie les conditions suivantes :

1. Z est réflexive : xZx pour tout x € X.
2. Z est symérique : xZy est équivalent a yZx.
3. Z est transitive : si xZy et y#z, alors x%z.

Si Z est une relation d’équivalence sur X, et si x € X, la classe d’équivalence de
x est I'ensemble C, = {y € X, yZx}. Un sous-ensemble C de X est une classe
déquivalence (pour %), sil existe x € X tel que C = C,.Six,y € X, alors xZy si et
seulement si Cy = Cy, sinon C; N Cy, = @. Les classes d’équivalence forment donc
une partition de X.

Réciproquement, soit (C;);c; une partition de X,(i.e. X = Uj¢|C; eti # jentrine
CiNCj = Q) alors les C; sont les classes d’équivalence de la relation d’équivalence
Z définie par xZy si et seulement si il existe i € I tel que {x,y} C C;.

EXEMPLE. Par exemple, sur IR”, on peut définir la relation d’équivalence :

XRHY = x—yeZ".

DEFINITION
Soit X un ensemble et % une relation d’équivalence sur X. On définit le quotient
X/ % de X par la relation d’équivalence % comme 1’ensemble des classes d’équi-
valence. L’application 77 de X dans X/Z, qui a x associe sa classe d’équivalence
(souvent notée [x] ou X), est surjective; elle est appelée projection canonique (ou
application quotient).

On note souvent x ~ y au lieu de x#Zy et X/~ ala place de X/ Z.

DEFINITION (SATURE)

Soit A une partie de X, I’ensemble des points de X qui sont équivalents a un point
de A est appelé le saturé de A pour la relation d’équivalence.

Le saturé de A s’écrit alors 77! (71(A)) ot 7t est la projection canonique de X sur
X/ ~
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DEFINITION (PASSAGE AU QUOTIENT)

Une application f : X — Y est compatible avec la relation d’équivalence (ou passe
au quotient) si elle est constante sur les classes d’équivalence i.e. ona f(x) = f(y)
pour tout (x,y) élément de X x X vérifiant x ~ y, on définit alors f : X /~— Y par
f([x]) = f(x),ona f = f o ondit que f se factorise a travers X/~ ou que f se
factorise a travers 71, ce qui signifie que 'équation f = ¢ o 7t a une solution ¢ = f.

On a le diagramme commutatif : ¥ # Y

| 7

X [~

Examples d’espaces quotients

Quelques exemples importants d’espace quotients :
1) Quotients d’espaces vectoriels
Soit E un K-espace vectoriel, soit ~ une relation d’équivalence sur E, et soit F C E
la classe d’équivalence de 0.
Pour que la structure d’espace vectoriel de E passe au quotient, on doit en parti-
culier avoir Ax € FsiA € Ketx € F (puisque A0 = Odans E/~)etx+y € F si
x,y € F (puisque 0 + 0 = 0 dans E/~); en d’autres termes, F doit étre un sous-
espace vectoriel de E. De plus, comme a + 0 = a dans E/ %, les classes d’équiva-
lence doivent étre les espaces affines a 4 F.
Réciproquement, si F est un sous-espace vectoriel de E, la relation ~ définie sur E
parx ~y ssi x—y € F est une relation d’équivalence. Le quotient E/ ~ est
noté E/F.Commex —y € F= Ax—Ay € F,etquex—y € Fetx' —y € F =
(x+x") — (y+y') € F, la structure d’espace vectoriel sur E passe au quotient. On
a alors, pour tous x,y € Eet A € K, [x] + [y] := [x +y] et A[x] := [Ax].

DEFINITION
La dimension de 'espace quotient de E par F est appelée la codimension de F dans
E, ainsi codim i (F) := dimg (E/F).

EXEMPLE. L'espace cq des suites qui convergent vers 0 est un sous-espace de co-
dimension 1 de I'espace c des suites convergentes.

REMARQUE

Si G C E est un sous-espace vectoriel supplémentaire de F, les classes d’équiva-
lence pour ~ sont les sous-espaces affines a + F, avec a € G. La restriction de
I'application quotient a G est un isomorphisme d’espaces vectoriels de G — E/F.
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2) Action de groupe
Soit G un groupe et X un ensemble. Une action (a gauche) de G sur X est une
application G x X — X, (g, x) — g.x telle que

Vx € X, Vg, heG, (gh).x = g(h.x) ete.x = x, ot e est 'élément neutre de G.

On peut alors considérer la relation d’équivalence associée dont les classes d’équi-
valences sont les orbites de 'actionde G: x ~y & d¢ € G, y = g.x.
L’espace quotient est noté X/G.

Par exemple, T" := R" /Z" le tore de dimension 1 est défini comme le quotient
de R" par la relation d’équivalence: x ~ y < x —y € Z".
3) Quotient par une fonction
Soit f : X — Y une application entre deux ensembles. On définit la relation d’équi-
valence x ~ x’ < f(x) = f(x'). Les classes d’équivalence s’appellent les fibres de
f; ce sont les sous-ensembles de la forme f~1(y), y € Y.

Par construction, f est compatible avec ~ et I’application quotient f : X /~— Y
est injective. Si de plus f est surjective, alors f est bijective.

DEFINITION (TOPOLOGIE QUOTIENT)

Soit X un espace topologique et ~ une relation d’équivalence sur X et 7t la projec-
tion canonique de X sur X /~. La topologie quotient sur X /~ est celle pour laquelle
U est ouvert si et seulement si 77~ (U) est ouvert.

C’est équivalent a : F est fermé si et seulement si 77~ !(F) fermé. En effet, F est
fermé < X /~ \F est ouvert < 711 (X /~ \F) est ouvert. Puisque 771 (X /~ \F) =
X\t~ Y(F), ceci équivaut a : 771 (F) est fermé.

THEOREME
i) La topologie quotient est la topologie la plus fine telle que 7t est continue.

ii) Soit Y un espace topologique et f : X — Y une application qui passe au
quotient en f. Alors

f est continue <= f est continue .

(i.e. 'application de €°(X /~,Y) dans {f € €°(X, Y)|x ~y = f(x) = f(y)}
définie par g — g o 71, est une application bijective)

iii) Sil’application f est ouverte alors f est aussi ouverte.
Sil’application f est fermée alors f est aussi fermée.
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Démonstration: i) Soit .7 une topologie sur le quotient. Alors, 7t est continue pour
T <~ 1(U) est ouvert pour tout U € J < tout ouvert de .7 est un ouvert
de la topologie quotient < .7 est moins fine que la topologie quotient.

ii) Si f, il en est de méme pour la composée f = f o 71t. Réciproquement, pour
tout ouvert U de Y on a puisque f ot = f, m~!(f 1(U)) = (fom) HU) =
f~1(U) qui est ouvert par continuité de f. Donc f~!(U) est ouvert, donc f est

continue.
iii) Soit U un ouvert de X/~ . Alors f(U) = f(7n~1(U)), qui est ouvert, car
7~1(U) est ouvert dans X et f est ouverte. n

1.2.71 EXEMPLE ( LE CERCLE). On considére sur R la relation d’équivalence : x ~ y <=

x—ye”.
Soit f : R — S! définie par f(t) = (cos(27tt),sin(27t)), ot1 S! est le cercle unité de
R?.

L'application f passe au quotient parce que cos(27tt) et sin(27tt) sont compatibles
avec ~ . On vérifie que f est bijective, d’ott T = IR/Z est en bijection avec le cercle
Sl. D’autre part, f est continue et ouverte, et alors f est continue et ouverte. Ainsi,
f est un homéomorphisme de T sur S'.

1.2.72 EXEMPLE. Si X est un espace topologique on considére les actions de groupe par
homéomorphisme i.e. il existe un homomorphisme de groupes ¢ : G — Homeo(X)
i.e. pour chaque ¢ € G, ¢(g) est un homéomorphisme. Souvent, ¢(g)(x) est noté
g.x et on considere 'action G x X — X, (g, x) — g.x.

1.2.73 EXEMPLE. (1) L'exemple du cercle S' ( voir 1.2.71) se généralise en dimension su-
périeure. Regardons le cas de la sphére de dimension deux :

g2 — {(x1, x2, x3) € 1R3|x% +x% +x§ =1}

Sis, t € [0,1], on pose 0 = 27ts, ¢ = 7t, desorteque 0 < 0 < 27, 0 < ¢ < 1.
Définissons g : [0,1] x [0,1] — R par:

Q(s, t) = (cos(0) sin(¢), sin(f) sin(¢), cos(¢))
On peut vérifier que g induit un homéomorphisme :
g:[0,1] x [0,1]/~ — &2

ol ~ est la relation d’équivalence définie par : (0, t) ~ (1, t), (s, 0) ~ (s, 0) et
(s, 1) ~ (s, 1), Vs, s € ]0,1].
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(2) Le ruban simple est défini comme le quotient du carré [0,1] x [0,1] par la
relation (0, £) ~ (1, t)
(il est sous-entendu que (s, t) ~ (s,t) sis # 0, 1).

(3) Le ruban de Mc‘)‘bius est défini comme le quotient du carré [0,1] x [0,1] par
l'identification : 1,1—1t).

i 29 Wiz

(4) Le tore T? peut étre redéfini comme quotient de [0, 1] x [0, 1] par les identi-
fications (s, 0) ~ (s, 1) et (0, t) ~ (1, t).

b
(
/\
S ,
L’application f:[0,1] x [0,1] — S! x S!, f(s, t) = ((cos(27s), sin(27s)), (cos(27t),sin(27t)))
induit un homéomorphisme de [0,1] x [0,1]/ ~ sur S! x S!. Ceci permet de plon-

ger T2 dans R*. On peut aussi voir T?> comme une surface de IR?, en effet c’est la
surface

{(x,y,2) e R®| (V2 +y2— (R—71))*+2> =7’} ouR>r>0.

(5) La bouteille de Klein est déﬁnie comme le quotient du carré [0,1] x [0,1] par
les identifications : (s, 0) (1,1—1).

a

’ b%O Ob%

Cette surface ne peut pas étre plongée dans IR?, mais dans R*.
(6) Le plan projectif réel RIP? peut étre défini comme le quotient de [0,1] x [0, 1]
par la relation (s, 0) ~ (1 —s, 1), (0, t) ~ (1,1 —1¢).

b

b

1.2.74 EXEMPLE. Si A C X, on peut définir la relation d’équivalence :
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xRy < x € X\Aetx =youbienx, y € A
Les classes d’équivalence sont donc de la forme :
c. { {x} sixe X\A
Tl A sixe€e A
L'espace quotient est noté X/ A. La projection canonique 7 : X — X/ A envoie
le sous-ensemble A sur un seul point, la classe d’équivalence A ; elle est injective
sur X\ A.

Exercice Montrer que B"/S"~! est homéomorphe a S", ot B" est la boule unité
fermée dans R” et S" ! la spheére associée.
On pourra considérer "application

X1

f:B"—=85" x— (wsin(onH), cee,

Xn

1]

pour x # 0 et qui envoie 0 sur le pole nord (0, ..., 0,1).
On pourra vérifier que : f(x) = f(x') © x =x' ou x, x' € S"~ 1,

sin(7t||x][), cos(r[x[]))

1.2.5 Criteres de séparation d’un quotient

Un quotient d"un espace séparé n ‘est pas toujours séparé, par exemple le quo-
tient de R x {0,1} ot 'on identifie (x, 0) et (x, 1) si x # 0: le quotient est loca-
lement homéomorphe a IR, mais les points distincts [(0,0)] et [(0,1)] n’ont pas de
voisinages disjoints.

Exercice On consideére sur R la relation d’équivalence x ~y < x —y € Q.
Montrer que R/Q n’est pas séparé.

DEFINITION
Le graphe d"une relation d’équivalence ~ sur un ensemble X est I’ensemble

Z={(x,y) € XxX|x~y}.

PROPOSITION
La projection 77 : X — X/~ est ouverte si et seulement si le saturé de tout ouvert
est un ouvert.

La projection 7 : X — X/~ est fermée si et seulement si le saturé de tout fermé
est un fermé.

Démonstration: Par définition, 7t est ouverte si et seulement si, pour tout ouvert U C
X, (U) est ouvert, ce qui équivaut a 7! (7r(U)) est ouvertc’est-a-dire si 771 (U)
est ouvert. -
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REMARQUE
La projection peut étre fermée sans étre ouverte. En effet, on considere [0, 1] avec

1 1
l'identification 0 ~ 1. Le saturé de 1'ouvert [0, 5[' est [0, E[U{l}' qui n’est pas
ouvert; donc la projection canonique 7 : [0,1] — [0,1]/ ~ n’est pas ouverte. Par

contre, on voit facilement que le saturé d'un fermé F de [0, 1] est soit F soit F U {0}
ou F U {1}, qui sont des fermés, ainsi la projection canonique est fermée.

EXEMPLE. Si la relation d’équivalence est associée a une action de groupe alors 7

est ouverte :

En effet, si U est ouvert, 7' (7t(U)) = | J g.U est ouvert car les g.U sont ouverts
g€G

(g est un homéomorphisme).

PROPOSITION
Soit X un espace topologique muni d"une relation d’équivalence ~.

i) Sile quotient X /~ soit séparé, alors le graphe # de ~ est fermé.

ii) Si 7 est ouverte et # est fermé, alors X /~ est séparé.

Démonstration: i) Le graphe Z est I'image réciproque de la diagonale par
TXm: XXX = (X/~)x (X/~).

Celle-ci est fermée puisque X/~ est séparé, donc Z est fermé puisque 7T X 7
est continue.

ii) Soient [x] et [y] deux points distincts de X /~. Donc (x, y) ¢ #, donc il existe
des voisinages ouverts Vy de x et V;, de Y tels (Vy x V) N #Z = @. Alors r1(Vy)
et 77(V,) sont des voisinages ouverts disjoints de [x] et de [y] respectivement,
donc X /~ est séparé. m

REMARQUE

On peut tres bien avoir un quotient séparé sans que la projection 7t soit ouverte,
(voir 1.2.80). Par contre dans le cas d’action de groupe la projection canonique est
toujours ouverte, donc pour montrer que le quotient est séparé il suffit, d’apreés
1.2.82, de montrer que le graphe est fermé. Nous allons donner une condition suf-
fisante.

PROPOSITION

Soit (g, x) — g.x une action propre d’un groupe G sur un espace topologique sé-
paré X. On suppose que G agit proprement sur X i.e. pour tous x, y € X, il existe
des voisinages V; de x et V;, de Y tels que {g € G |g.Vyx NV}, # @} est fini. Alors le
quotient X /G est séparé.

En particulier, si G est fini, X/ G est séparé.
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Démonstration: On sait déja que 7t est ouverte (1.2.82), il suffit de montrer que son
graphe Z = {(x, y) € X x X|y € G.x} est fermé. Soit (x, y) ¢ Z c’est-a-dire y ¢
G.x, il suffit de trouver des voisinages ouverts Uy et U, tels que Uy, x U, C X\Z,
c'est-a-dire G. Uy N U, = @.

Soient V et V, des voisinages ouverts donner par la proprieté. On écrit {g €

GlgVunNV, #Q} ={g1,---,8n}-
Puisque y ¢ G.x et que X est séparé, pour tout i € {1,...,n}, il existe des
voisinages ouverts W;, C Vi et W;,, C Vj tels que g;.W;, " W;, = @. Posant

n
Uy = () Wgxetl, = () W, onobtient des voisinages ouverts de x et de y.
g€G(Vy,Vy) i=1
Alors, pour ¢ € G,onasoitg € {g1,...,9n} donc g.Ux N U, CgWexNWe, =0,
soit g & {g1,...,8n} donc g.U, NU, C §.Vo NV, = @. Donc G.U, NU, = D. -

Exercice Monter que T" = R"/Z" est séparé.

Espace quotient d"un evn

Soit (E, ||.||) un espace vectoriel normé et F un sous-espace de E. On veut défi-
nir une norme sur l’espace quotient; on pose pour cela

N([x]) :=d(x, F) = inf [|x —y|
yeF
il faut commencer par montrer que cette quantité ne dépend pas du choix du re-

présentant de la classe [x]. Si x ~ x’ alors x — x” € F et par conséquent
d(x, F) = inf |x — y| = inf |x' — (y+ ¥ — x)]| = inf ' — y'|| = d(x', )
yeF yeF y'€F

On peut a présent vérifier les axiomes d"une semi-norme :
1) Ona N([0]) =d(0, F) =0.
2) Pour A #0ona

N([Ax]) = Inf [[Ax = y|| = |A] inf lx = Ayl
= |Ad(x, F) = |A[N([x]).
3) Il reste a vérifier I'inégalité triangulaire, soit
N([x] + [x']) =d(x+x/, F) <d(x, F) +d(x/, F) = N([x]) + N([x"]).
Or pourtouty, ¥ € Fonay+y € Fetdonc
dx+x, F) < lx+x' —y—y| < lx—yll + [ =¥/l

En passant a la borne inférieure dans l'inégalité précédente successivement
dans la variable y puis v/, on obtient 'inégalité désirée.
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On a défini ainsi une semi-norme sur E/F.

PROPOSITION
1) N une norme sue E/F si et seulement si F est fermé.

2) La projection canonique est une application linéaire continue et ouverte de
(E,||.]|) sur (E/F, N(.)).

3) Lanorme N définit la topologie quotient.

Démonstration: 1) En effet, N([x]) =0« d(x, F) =0« x € F. Ainsi N([x]) =0 &
[x] = [0] est équivalenta x € F < x € F,i.e. F = F donc F est fermé dans E.

2) La linéarité de la projection canonique 77 : E — E/F est conséquence de la
définition de la structure linéaire sur E/F et pour la continuité on a :

N((x)) = N([x]) = d(x, F) = Inf [lx = y[| < [|x]

ce qui implique ||| < 1.
On va montrer que 7t est une application ouverte. Comme 7t est linéaire, il suffit de
vérifier que 7t(Bg(0,1)) est un voisinage de 1'origine. Ce derniére point découlera
de I’égalité

m(Bg(0,1)) = Be/r([0],1).
Soit [x] € Bg,p([0],1) alors d(x, F) < 1etil existe doncy € Ftel que ||[x —y| <1
par conséquent [x] = m(x —y) € m(Bg(0,1). Réciproquement, si [x] = m(x) €
71(Bg(0,1)) alors N([x]) < ||7||.||x|| <1, donc [x] € Bg,p([0],1).

3) La topologie quotient est la topologie la plus fine rendant la projection ca-
nonique 7t continue, elle est donc plus fine que la topologie induite par la norme
N.

Réciproquement, si U est un ouvert, pour la topologie quotient, et [x] e U,
alors 77~ 1(U) est un ouvert contenant x. Il existe alors un r > 0 tel que Bg(x,7) C
7~ 1(U), d’ou

Be,r([x],7) = m(Be(x, 7)) C m(x 1(U)) = U.

Ainsi U est un ouvert pour la topologie définie par la norme. m
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1.3 Complétude

Soit (X, d) un espace métrique. Une suite (x,),en de X est de Cauchy si

Jim,, 4, ) =0,

i. e. pour tout & > 0, il existe N(e) tel que
d(xp, xm) < €

pour n,m > N.

DEFINITION
L'espace (X, d) est complet si toute suite de Cauchy converge.

Soit A une partie de X.
Le diametre 6(A) de A est par définition sup{d(x,y) : x,y € A}.

THEOREME

Un espace mérique est complet si et seulement si toute intersection dénombrable
décroissante de fermés non vides dont le diametre tend vers 0, est non vide.

Elle est alors égale a un singleton.

Démonstration: 1. Supposons (X,d) complet, et soit (F,),en une telle suite de
fermés. Soit x, € F, une suite, elle est de Cauchy car d(x, xm) < 8(Epin(mpn))-
Elle a donc une limite g, et a est adhérent a tous les F,, donc appartient a tous
puisqu’ils sont fermés.

2. Réciproquement, supposons vérifiée la propriété sur les fermés. Soit (xy,),en
une suite de Cauchy de X, posons F, = {x,,|m > n}. Alors (F,),cN est une
suite décroissante de fermés, et 1_1>rJrr1 0(F,) = 0 puisque (x,) est de Cau-

n [ee]

chy. Donc (1) F, est un singleton a : ainsi la suite (x,) admet a pour valeur

nelN
d’adhérence, et comme elle est de Cauchy, elle converge vers a. n

REMARQUE
Si le diametre ne tend pas vers 0 (méme si il est borné), l'intersection peut étre
vide.
0 sin =m,
1+ nim sinon.
(N, d) est complet (car la topologie induite est la topologie discrete).

Exemple : 1) Soit N muni de la métrique d(n, m) =




1.3.5

1.3.7

1.3.8

1. Vocabulaire: Complétude 33

Pour n > 1, on prend F, = B(n,1+ %) Alors, Fy = {n+1,n+2,n+3,...} est
fermé, F, 41 C Fy, 1 < 6(F,) <2+ § mais, [\ F, =Q.
nelN*

2) Dans ¢2(IN, R), soit (en)neN, Ol ey = (6, )ken la suite canonique. On pose
pour toutn € IN, F, = {¢;|] > n}. Alors F, est fermé, F,,,1 C Fy,, (5(Pn) =2,
mais, ﬂ F, = ®@.

nelN

THEOREME
Soit Y un sous-espace d'un espace métrique (X, d).
(Y,d) est complet si et seulement si Y est fermé dans X.

Démonstration: ” = " Si x € Y, il est limite d"une suite (x,) € YN qui converge
dans X. Comme Y est complet, (x,,) converge dans Y, donc x € Y.

7 &= "Si (x,) € YN est une suite de Cauchy, elle est de Cauchy dans X donc
converge dans X. Comme Y est fermé, sa limite est dans Y donc elle converge
dans Y.

Continuité uniforme. Prolongement des applications uniformément continues

DEFINITION
Une application f : (X, d) — (Y, d') entre deux espaces métriques est unifor-
mément continue si pour tout ¢ > 0, il existe § > 0 tel que (d(x, x') < § =

d'(f(x), f(x)) <e

Bien sur, I'uniforme continuité implique la continuité, mais la réciproque est fausse :

l'application f : x — x? de R dans R est continue, mais pas uniformément :

1 1 1 1
eneffet,f(n—i—ﬁ)—f(n) _2+ﬁ > 2, alors que d(n, n—i—ﬁ) = = 0.

DEFINITION (MODULE DE CONTINUITE)
Un module de continuité pour f : (X, d) — (Y, d’) est une fonction continue
m : [0,80[— Ry, 0 telle que m(0) = 0 et

d(x, x') < o = d'(F(x), f(x') < m(d(x, 2')).
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PROPOSITION
Soit f : (X, d) — (Y, d’) une application entre deux espaces métriques. Les pro-
priétés suivantes sont équivalentes :

i) f est uniformément continue.

ii) f admet un module de continuité.

Démonstration: (i) = (ii). Pour tout n € N, il existe §,, > 0 tel que (d(x, x') < 6, =
d'(f(x), f(x')) < 27™"). Quitte & diminuer J,,, on peut supposer que (J,) décroit
strictement vers 0. On définit alors n1(8,) = 27!, qu’on prolonge de facon affine
sur chaque [0,+1, dx), et par m(0) = 0. La fonction m : [0, ép[— [0, 1] ainsi obtenue
est croissante bijective, donc continue. De plus, si 0 < d(x, x") < Jy, il existe n tel
que 8,11 < d(x, x') <6y, doncd (f(x), f(x') <27" =m(5,41) < m(d(x, x)).

(i) = (i). Si on se donne ¢ > 0, par continuité de m il existe 6 > 0 tel que
m(r) < epourr < 6,d ot

d(x, ') <5=d(f(x), f(x) <m(d(x, ¥')) <e.

EXEMPLE. Les deux exemples classiques de module de continuité sont

iym(r) = Cr : une application f telle que d'(f(x), f(x")) < Cd(x, x’) est dite
C-lipschitzienne (ou C- Lipschitz), lipschitzienne si 1’on ne précise pas C.

iiym(r) = Cr*, a > 0: une application f telle que d'(f(x), f(x")) < Cd(x, x")*
est dite a-holderienne (ou a-Holder), holderienne si I’on ne précise pas «.

Exercice Soit f : [a,b] — R, une fonction a-holderienne avec « > 1. Montrer que
f est constante.

THEOREME (LE THEOREME DE PROLONGEMENT)
Soit (E,dE) un espace métrique, A C E une partie dense et (F,dr) un espace mé-
trique complet. Soit f : A — F une application uniformément continue.

Alors, il existe une unique application uniformément continue f : E — F telle
que f|a = f. De plus f et f ont méme module de continuité.

Démonstration: L'unicité résulte du prolongement des identités puisque E est sé-
paré. Reste & montrer 1’existence. Soit x € E, par densité il existe une suite (a,) €
AN tendant vers x. Alors (a,) est une suite de Cauchy, et 'uniforme continuité im-
plique que (f(a,)) aussi. Donc par complétude de F, (f(a,)) converge. La limite
ne dépend pas de la suite (a,), car si I’on prend une autre suite (a),) tendant vers
x, on en fabrique une troisiéme (a),) en alternant les termes des deux premieres.
En prenant cette limite pour valeur de f(x), on obtient 'extension cherchée. On a
bien une extension car si x € A on prend la suite constante (a, = a).
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Enfin, montrons que f est uniformément continue. En effet, soit e > 0 et > 0
donné par 'uniforme continuité de f. Si d(x, x') < d eta, — x, a, — x/, alors
pour n assez grand on a d(ay, a;,) < 6, donc d(f(a,), f(a),)) < é. Donc a la limite
onad(f(x),f(x')) < 4. Ceci implique f est uniformément continue.

Soit (6 +— m(6)) un module de continuité pour f. Soient § > 0, x, ¥’ € X tels
que d(x, x') < 6. Soient (ay,), (b,) dans A tels que a, — x, b, — x’, alors pour
n assez grand on a d(an, by) < 6, donc d(f(axn), f(bn)) < m(J). Donc a la limite

onad(f(x),f(x")) < m(é).Ceciimplique f est uniformément continue et § est un
module de continuité pour f. n

Complétion

THEOREME

Soit X un espace métrique. Il existe un plongement isométrique i: X — X de
X dans un espace métrique complet, tel que i(X) est un sous-espace dense. Un tel
plongement est unique a une isométrie pres : sij: X < X est un autre plongement
de X dans un espace métrique complet X tel que j(X) est sous-espace dense, alors
il existe une isométrie ¢: X — X telle que poi = ;.

DEFINITION

Le couple (X, i) formé d'un espace métrique complet X et d’un plongement iso-
métrique i de X dans X tel que i(X) est un sous-espace dense, s’appelle le complété
de X. Souvent, par abus de langage, on parle de I'espace X comme le complété de
X. Ceci permet d’identifier X a un sous-espace dense de X.

Le théoreme 1.3.15 est une conséquence des deux théoremes suivants.

THEOREME (PLONGEMENT DE KURATOWSKI)
Tout espace métrique (X, d) se plonge isométriquement dans l'espace vectoriel
normé

2(X) = {x = (x(y))yex € R*|[|x]|o = sup [x(y)| < oo}

des applications bornées de X a valeurs dans RR.
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Démonstration: Nous allons définir un plongement isométrique
i: X — (7(X),

appelé plongement de Kuratowski. Fixons un point xo € X et pour tout x € X défi-
nissons I'image i(x) dans £*°(X) comme suit : i(x), = d(x,y) — d(xo,y).

Etant donné un point x € X, la fonction y — i(x), = d(x,y) — d(xo,y) est majorée
grace a l'inégalité triangulaire : |d(x,y) — d(xo,v)| < d(x,xp), la borne ne dépend
pas de y, seulement de x. Etant donné deux points x, z € X quelconques, on a pour
touty € X:

i(x)y —i(z)y| = |d(x,y) —d(x0,y) —d(z,y) +d(x0,y)|
= |d(x,y) —d(z,y)|
< d(x,y).

D’autre part, en posant y = x, on obtient
li(x)y —i(2)x| = |d(x,x) —d(z,x)| = d(x,z).

Dot deo(i(x),i(z)) = sup,cxi(x)y —i(z)y| = d(x,z) i.e. i est une isométrie. n

THEOREME
Soit I' un ensemble. L'espace métrique

(T, R) = {x = (x(7))yer € R"| [[x]leo = sup |[x(7)] < oo}
e

muni de la norme ||.||« est complet.

Démonstration: (1) Soit (x,) une suite de Cauchy dans ¢*(T'). Cela veut dire que
pour tout ¢ > 01l existe N tel que, pour tout v € T, |x,,(y) — xm(y)| < esin,m >
N. Par conséquent, la suite (x,()) est une suite de Cauchy dans R, donc elle
possede une limite. Notons-la x(v). Nous avons construit une fonction x: I' — R,
telle que

VyeTl, x,(y) = x(v). (1.3.1)

(2) Montrons que cette fonction est bornée. Choisissons une valeur de gy > 0
quelconque (par exemple, g9 = 1). Il existe N tel que pour tout n > N et tout
v €T, |xn(y) —xn(7)| < 1. Cela implique Vy € T, |x(7)| < |xn(7)| + 1, et par
conséquent sup, p|x(y)| < sup, crlxn(7)| +1 < co. Ainsi, x € £2(I).

(3) Finalement, on va montrer que x, — x par rapport a la distance uniforme
deo. Soit € > 0. Fixons N tel que quelque soit nn,m > N, on ait deo (X, xn) < €. On
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en déduit que pour tout ¥ € T, |x,(7) — xn(7)| < ¢ dong, en prenant la limite
m — oo dans R, |x(y) — xn(7)| < € et, en prenant la borne supérieure sur tous
v € I', on obtient
doo (%, Xn) = sup|xm(y) —xn(7)] <&
yel

On a montré que pour tout ¢ > 0 il existe N tel que quel que soitn > N, on a
deo(x,x,) < €, ce qui veut dire x, — x lorsque n — oo, par rapport a la distance
de (la distance uniforme) sur l'espace ¢ (T, R). m



